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Vorwort

Funktionenscharen, speziell Parabelschar werden theoretisch und praktisch im Text 62060

untersucht. Dort findet man alle wichtigen Methoden, zahlreiche Beispiele und Trainingsaufgaben.

In diesem Text stelle ich eine Sammlung umfangreicher Aufgaben zusammen, mit denen man

alles im Kotext Gben kann.

Die entstandene Sammlung hat selbst mich noch beeindruckt, denn erst in der Zusammenschau
erkennt man die ,mathematische Schénheit‘ dieser Gebilde (Parabelscharen). Schénheit muss man
sehen, und daher habe ich gleich ein Bilderbuch (42064) daraus gemac*’ ~ Grafikprogramm
MatheGrafix von Roland Hammes, das meiner Mathe-CD immer be” t, kann mai. 'z fantastische
Bilder erstellen. Und so habe ich oft bis zu Uber 100 Scharkurven  chnen lassen, dar.  man sieht,
wie sich die Schar in ihrer Vielfalt verhalt. Zugleich bieten diese At aben eine hervorrac 1de
Einsatzmdglichkeit von Grafikrechnern. Die meisten kor zwar k. Kurvenscharer rstellen,
aber man kann doch einige dieser Kurven darstellen lass ~ mit e ~AS-P-  .erdoch eine

Kurvenschar ausgeben. Das gibt einen Motivationsschub.

Diese groRen Aufgaben sind interessant. .. ~ackend zv 'eich. . 7 wer hat schon noch die
Zeit, im Unterricht alle diese Methodr ~ zu ber.  ‘eln it st t aber die Gebrauchsanleitung auch

schon fest: Man suche sich die 7 .ufgaben her. ~ dieman. .rochen hat.

Ich verfolge mit meinen T~ nimmer zv  .iei Ziele: E.. :eits sollen sie Schulern Hilfe und

Anregung geben, andererse.  ‘illict  .n Lehrern B ispiele und Anregungen vermitteln. Und daher
versuche ich auch oerne, etwas das Ziel hir  .zuschiel3en.
So sind die  .araufgaben® d9en. .n. lhre Zusatze lassen Staunen aufkommen. Vor allem

die Aufg  ~ 9, die so gar nicht  »lant war, erdéffnet Fragestellungen, die verbliffen. Sie geht bis in
die Analysi. schweren Wur,  ‘unktionen hinein. Ich werde diese Aufgabe nochmals aufgreifen
und bei Wurzel,  ‘ionen noc’ was ausfihrlicher darlegen. Sie ist auch sehr gut fur CAS-Einsatz

geeignet, denndie,  “e' Jzesse sind nicht sehr anspruchsvoll.

Viel Spall beim Schmadkern!
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Trainingsaufgabe 1

Gegeben ist die Funktionenschar f; durch

ft(x)=%x2—4x+3t fir teR\ {0}

Die Schaubilder der Funktionen f; heilen G..

a) Berechne die Scheitel S; der zugehorigen Parabeln Gq.

Welche Gleichung hat die Ortskurve C, auf der die Scheitel aller Scharparabeln liegen?
b) Berechne die Nullstellen in Abhangigkeit von t.

c)  Welche Parabel verlauft durch den Punkt P(5]0)?

d) Zeichne die Graphen G4, G, und G5 ineing” isames  Ysenkreuz mitl  geneinheit
Tcmund 4<x<8 -8<y<6.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.schule
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Trainingsaufgabe 2

Gegeben ist die Funktionenschar f; durch

f.(x)=1x’-tx+4 fir teR

7

Die Schaubilder der Funktionen f; heilen G..

a)

b)

c)

d)

Berechne die Scheitel S; der zugehdrigen Parabeln G..

Welche Gleichung hat die Ortskurve C, auf der die Scheitel aller Scharparabeln liegen?

Berechne die Nullstellen in Abhangigkeit von t.
Welche Parabel verlduft durch den Punkt P(6]7)?

Zeige, dass es genau einen Punkt gibt, durch den alle Kun | dieser Schar verla n.

Zeichne die Graphen G4, G, und Gz mit Lange Qit1cr. <in gemeinsam
Koordinatensystem mit -3 <x<11 und -6<y=

Friedrich Buckel www.mathe-cd.schule
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Trainingsaufgabe 3

Gegeben ist die Funktionenschar f; durch

f,(x)=tx*-3t+2 fir teR\ {0}

Die Schaubilder der Funktionen f; heillen K..

a)

b)

d)

e)

Berechne die Scheitel S; der zugehorigen Parabeln K.

Welche Gleichung hat die Ortskurve C, auf der die Scheitel aller Scharparabeln liegen?
Berechne die Nullstellen in Abhangigkeit von t.

Welche Parabel verlauft durch den Punkt P(67)?

Berechne die gemeinsamen Punkte aller Scharkur-=n.

Zeichne die Graphen Kq, Kos,Kos und Ky mitLe €. ~heit 1. zslInsames
Koordinatensystem mit -4 <x<4 und -5<y<5

Bestimme die Anzahl der Scharkurv. ~.  durcheii. ngege. .en Punkt P(x|y) der

Zeichenebene verlauft.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.schule
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Trainingsaufgabe 4
Gegeben ist die Funktionenschar f; durch
f,(x)=x*-2tx—t* fur teR
Die Schaubilder der Funktionen f; heillen K..

a) Berechne die Scheitel S; der zugehorigen Parabeln K.

Welche Gleichung hat die Ortskurve C, auf der die Scheitel aller Scharparabeln liegen?
b) Berechne die Nullstellen in Abhangigkeit von t.
C) Verlauft durch jeden Punkt der x-y-Zeichenebene eine der ¢ arkurven? (Seh. hwer!)
d) Berechne die gemeinsamen Punkte aller Scharkur=n.

e) Zeichne die Graphen K;, K 4 und K; mit LAngent h. “cmin. - [1es
Koordinatensystem mit -4 <x<6 und -9<y<5

Trage auch die Ortskurve C der Sch ~in,
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Trainingsaufgabe 5
Gegeben ist die Funktionenschar f; durch
f.(x)=-tx* +2x -4t fir teR\{0}
Die Schaubilder der Funktionen f; heillen K..

a) Berechne die Scheitel S; der zugehorigen Parabeln K.

Welche Gleichung hat die Ortskurve C, auf der die Scheitel aller Scharparabeln liegen?
b) Berechne die Nullstellen in Abhangigkeit von t.

c) Verlauft durch jeden Punkt der x-y-Zeichenebene eine der € arkurven?
Berechne t so dass K; durch P(1|-8) geht.

d) Berechne die gemeinsamen Punkte aller Scharku

e) Zeichne die Graphen Kq, K1, Kos Kos, Koasundt o5 1. 4ngeneinheit 1 cmin ein
gemeinsames Koordinatensystem m**  7<x<7 unt -7<y 7.

Trage auch die Ortskurve C der Sche.  ~in.

Wie kann man die Kurve ° geometrisch a.  ~ Kurve ., abbilden?

Friedrich Buckel www.mathe-cd.schule
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Trainingsaufgabe 6

Gegeben ist die Funktionenschar f; durch

ft(x)=x2+%x—1 fir teR\ {0}

Die Schaubilder der Funktionen f; heillen K..

a)

b)

c)

d)

e)

Berechne die Scheitel S; der zugehdrigen Parabeln K.

Welche Gleichung hat die Ortskurve C, auf der die Scheitel aller Scharparabeln liegen?
Berechne die Nullstellen in Abhangigkeit von t.

Welche der Scharkurven y = x* +%x -1 gehendurch A(: (), B(0|-1) oder :(3]8)?
Bestimme die Anzahl der Scharkurven durch einer -<liebige “unkt P(x | y) .

Berechne die gemeinsamen Punkte aller Scharkurv

Zeichne die Graphen K;und Kj, m’ ~neinheit 1. ineil. =meinsames
Koordinatensystem mit -6 <x<6 v -5 “5.

Trage auch die Ortskurve C . Scheitel e

Wie kann man die Ki’ Ki geome* chaufdie ~-ve K. abbilden?

¥ %
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Trainingsaufgabe 7

Gegeben ist die Funktionenschar f; durch

f

(x)=1x® +3tx+1t* -1 fur teR

4 2

Die Schaubilder der Funktionen f; heillen K..

a) Berechne die Scheitel S; der zugehorigen Parabeln K.

Welche Gleichung hat die Ortskurve C, auf der die Scheitel aller Scharparabeln liegen?

b) Berechne die Nullstellen in Abhangigkeit von t.

c)  Welche der Scharkurven y = x* +%x -1 gehendurch A(Z ), B(0|-1) ode 7=(3]8)?
Bestimme die Anzahl der Scharkurven durch einen beliebig.  Punkt P(x|y).

d) Berechne die gemeinsamen Punkte aller Scharkur .

e) Zeichne die Graphen Ky, K., Ky K- KosundKgps ‘tLa.. -einheit 1 cmin ein
gemeinsames Koordinatensystem i ‘<6 und 5H<y=s

Trage auch die Ortskurve C d- Scheite.

Wie kann man die Kurv geometrisch auf. “urve K. abbilden?

iy N KRN,
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Trainingsaufgabe 8

Gegeben ist die Funktionenschar f, durch f,(x) = %xz -2x+2-t* fur teR\{0}

Die Schaubilder der Funktionen f; heillen K..

a)

b)

c)

d)

¢)]

Berechne die Scheitel S; der zugehorigen Parabeln K.
Welche Gleichung hat die Ortskurve C, auf der die Scheitel aller Scharparabeln liegen?
Berechne die Nullstellen in Abhangigkeit von t.

Zeichne die Graphen K, K_;, K5, K, mit Langeneinheit 1 cm in ein
Koordinatensystem mit -6 <x<6 und -5<y<5.

gemeinsames

Welche der Scharkurven y = f,(x) = %xz —2x+2—-t* gehen durc* ~7w. B(-3]-2)

Berechne die gemeinsamen Punkte aller Scharkurven. Zeic dass fiir einene. ‘uellen

gemeinsamen Punkt gilt x,, =+, /—(t, +t,)-t,-t, .

Wie viele gemeinsame Punkte gibt es wenn

(1)  tyund t; beide positiv sind, (2) . “-beide  ativ sind.
(3) t;undt; verschiedene Vorzeichen aufweisen.

Gib hier zu jedem denkbaren Fall ein Reispiel an.

Gegeben ist fur t>0 eine nere Funh  2nsc ~.du  folgende Definition:

0 far L o
gt(x)_{f,(,\, Sir x<0

dieser Fun' .enbeix=.

hild G un g ist punktsymmetrisch zum Punkt Sy(0|2—t2).

(1) Zeige, dass ic ‘tig und differenzierbar ist

(2) Zeige: Das Sc

rabel 3. Gr= .. : Ny
41-

Die Kurve G- ~lajcht eine

Stelle” .1 Glel. SO aut, 'S s den Extrem-
uberen. .nmt.

3ich 0<x<1

)—9;(x) ein

un”"  endepunkten mi
Al ‘cher Stelle istim E
die Ab. “hung d(x)=t

Maximum .

¥ x

Um wie viel Pi. «eicht h(x) an dieser Stelle

von g(x) ab? y

Friedrich Buckel
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Trainingsaufgabe 9

Gegeben ist die Funktionenschar f; durch

ft(x)=%x2—2x+t+% fir teR\ {0}

Die Schaubilder der Funktionen f; heillen K..

a)

b)

c)

d)

e)

Berechne die Scheitel S; der zugehorigen Parabeln K.

Welche Gleichung hat die Ortskurve C, auf der die Scheitel aller Scharparabeln liegen?

Berechne die Nullstellen in Abhdngigkeit von t.

Welche der Scharkurven gehen durch A(3]1), B(0|-2) der C(-2|5)?

Zeige: Durch alle Punkte oberhalb der Kurve G- = —2X + x> +1 unduntr alb

von Gy y=-2x-2-4Jx’+1gehengenauzweiS o ~ven. . ~dieP- . dieser beiden
,Grenzkurven® geht genau eine der Scharkurven. De lere  ~wischen diesen Kurven wird

von keiner Scharkurve getroffen.

Zeichne die Graphen Kys, K nd K; Lange. “a)  cmin ein gemeinsames
Koordinatensystem mit -~ «x<6 und —-. <8. Tray auch die Ortskurve der Scheitel ein.

Zeige, dass es keir  2unkt gibt ch den alle Ku en dieser Schar gehen.

Es sei P(x| y) ein Punk. -Achse, durr”  2n zwei Scharkurven verlaufen.

Welcher e ang gih lie Pa: .eterwerte t; und t, dieser beiden Scharkurven?

Friedrich Buckel www.mathe-cd.schule
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Gegeben ist die Funktionenschar f; durch

K; sei das Schaubild von f,.

Trainingsaufgabe 10

(x)=42x*-4x+2 mit teR\ {0}

a) Ermittle die Nullstellen. Stelle eine Vorzeichenuntersuchung fir den Radikanden an und gib an,

wie viele Nullstellen f; hat, in Abhangigkeit von t.

b) Berechne den Scheitel S; einer beliebigen Parabel K.

Auf welcher Ortskurve C liegen alle Scheitel der Parabelsche

c) Zeichne die Parabeln K; , K; und K, in ein gemeinsames A
(Berechne zuerst die Scheitel und plane dann die “r6l3e de.

Trage auch die Ortskurve C ein.

//////

\\
v

-

senkreuz.

~hsenkreuzes)

B(0]2)

L

o

i(UIZ)
o

1

10
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a)

b)

Trainingsaufgabe 11

Gegeben ist die Funktionenschar f; durch

fi(x)=+x*-2tx+2 fir teR.

K; sei das Schaubild von fi.

Ermittle die Nullstellen.
Stelle eine Vorzeichenuntersuchung fur den Radikanden an und gib an, wie viele Nullstellen f;

hat, in Abhangigkeit von t.
Berechne den Scheitel S; einer beliebigen Parabel K.

Auf welcher Ortskurve C liegen alle Scheitel der Parabelsche
Zeichne die Parabeln K; fur t=0, t=1, t=2 und t=0,5 eingemeinsame <hsenkreuz.

(Berechne zuerst die Scheitel und plane dann die Grofe de \chsenkreuzes)

Friedrich Buckel www.mathe-cd.schule
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b)

d)

e)

Trainingsaufgabe 12
Gegeben ist die Funktionenschar f; durch die Gleichung
f(x)=4+x*+tx-3t mit teR
Das Schaubild der Funktion f; heilde K;.

Berechne den Scheitel S; einer beliebigen Scharkurve.
Ermittle die Gleichung der Ortskurve C dieser Scheitel.

Berechne auch den Scheitel S* von C.

Bestimme die Nullstellen von f; und ihre Anzahl in Abhangigkeit ve=

Trage das Schaubild von f; sowie die Ortskurve in ein Achse’  cuz ein.
Die Gerade g: y = %x —1 schneidet die Parabel K;inAt. C.

Stelle die Gleichung der Tangente in A (x> 0) ~uf.
Es gibt eine zu g parallele Tangente an K, . Bere. lie Koo. atendeszugr rigen

Berihrpunktes B.

Prife nach, ob es einen Punkt G gib* ~ch den alle F abeln Schar K; gehen und

berechne ggf. seine Koordinaten.

i \\\\\\\\'

L

Friedrich Buckel
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b)

d)

Trainingsaufgabe 13

Gegeben ist die Funktionenschar durch

fi

(x): x? —tx+t—2 mit teR.
Das Schaubild der Funktion f; heiRe K;.

Berechne den Scheitel einer beliebigen Scharkurve K.

Welche Gleichung hat die Ortskurve C aller Parabelscheitel?

Zeichne die Kurven K, , K> und die Ortskurve C in ein Achsenkreuz:

(x-Achse - 5 bis 5, y-Achse - 6 bis 6, Langeneinheit 1 cm )
Berechne die Anzahl der Nullstellen in Abhangigkeit von t.

Durch welche Punkte gehen alle Kurven der Schar?
Welche Scharkurve geht durch A(3 | —5)?

Wie viele Kurven dieser Schar gehen durch einen  :_  =nent " Q(x|y)~

Friedrich Buckel www.mathe-cd.schule
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Losung Trainingsaufgabe 1

Gegeben ist f,(x)= %xz —4x+3t fur teR\{0}

a) Berechnung der Scheitelform durch quadratische Erganzung:

Zunéchst die Beschreibung, wie man diese Form herstelit.

1. Schritt:  Schreibe y = und klammere den Koeffizienten % aus den Summanden aus,

die x enthalten:

y:%-(x2—4t-x+|:|)+3t 1)

Ausklammern von % heil’t: In der Klammerdr a % dividieren,

A
mit t multiplizieren. So wird aus -4x dann — =4

t
Weil das Ziel ein binomischer Ausdr. beia. ~ochdasQur itzu
erganzen ist, das noch fehlt, wurde da -e. erer Ka. L

2.- Schritt:  Ermittlung des binomisr’ Ausdrucks:

Uberlegungen: ‘s (x X+, (—b)2 werden.

Wegen (x- =x° —+1. tellt -4tx . .s doppelte Produkt dieses
binomis© .1 Ausdruck: .. Umb. =kommen, muss man folglich -4t

halbiere  ~d erhd’' t.

'~ wird (x ‘x+|:|):(y At)z.
Daszu Snzena. '~ .cistdaher |4t

Aus (1) folgt er

=%~(x2—4t~x+)+3t ~ 77 (2)

3.Schritt:  Du. . Erganzung von 4t* hat sich die rechte Seite der Gleichung geandert.
Dies ist nicht zulassig, also muss man diese Erganzung auf3erhalb der Klammer
wieder ausgleichen. Dazu folgende Uberlegung:
In der Klammer wurde 4t> erganzt. Weil die Klammer aber noch den Faktor 1

tragt, wurde rechts in Wirklichkeit %-4t2 also 4t erganzt. Dies muss man

durch Subtraktion wieder ausgleichen: Also muss (2) so erganzt werden:

y=%~(x2—4t~x+)+3t f (3)

4. Schritt:  Jetzt fasst man noch zusammen und hat die Scheitelform hergestellt.
y=1-(x-2t)" -t (4)

Friedrich Buckel www.mathe-cd.schule
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Jetzt die Kurzlésung, wie sie im Heft stehen sollte:

f.(x) =%x2 —4x+3t

y=%-(x2—4t-x+ )+3t —[4t]
N

—t

halbieren quadrieren

y=1.(x-2t)" -t

Die Scheitel der Parabeln G; haben also diese Koordinaten: (2t —t)
Hinweis:

Wer schon mit Ableitungen rechnen kann, findet die Pa elscheitel mit die:

Kurzmethode:  f,(x)= %xz —4x + 3t

2

f.'(x) =Tx—4

Bedingung flir waagrechte Tangente- f'(x)=0 ¢
Zx—4 =0 o - 4 v.=2
t t
yo=f' ,:%.(2t)2 ~4. “43t=41 .+3t=-t

Ergebnis: S -t)

Gleichung der Ortskurve alle -~ .tel.
Esgilt =2t - =1xg Ninst .nin
[
Ys =1 Ys = —7Xs
Erge. Die Gleichur  fer Ortskurve ist |y =—-1x

Achtung Zusatz:

—~—

In der Aufgabe wer gegeben f,(x) = %xz —-4x+3t fir teR\{0}. Der Grund dafiir, dass t =

2

0 nicht verwendbar ist, liegt darin, dass der Koeffizient von x lautet!

~ |

Soll man angeben, welcher Teil der Ortskurve von Scheiteln belegt ist, dann hilft diese

Erkenntnis weiter: Weiltt = 0 ausgeschlossen ist, kann xs = 2t auch nie 0 werden.

Die Ortskurve ist also die Ursprungsgerade y =—1x auer x =0.

Die Ortskurve ist also eine punktierte Gerade.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.schule
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b) Nulistellen in Abhangigkeit von t

f.(x)= %xz —4x+ 3t Pflichttext:

Bedingung fiir Nullstellen: f,(x)=0 (oder y=0)
d. h. %xz —4x+3t=0 | -t (vereinfachen)

x* —4tx+3t° =0
. e 16t° - 12t 4t+4t"  4t+£2t (3t
2 2 22t

Ergebnis: N, (3t|0) und N,(t|0)

Zusatz: Da t =0 ist, sind diese Nullstellen vers eden.

Jede Parabel der Schau hat somit genau 2 M !listeller

Welche Parabel verldauft durch den Punkt P(5 |t

c)
WISSEN: Wenn ein Punkte.  ui..  -veliegt, ann en. <n seine Koordinaten
die Kurver .ichung.  ‘*zt ma. ~l.  ein, entsteht eine wahre Aussage.
y= 1x2 4X+5.

Einse” .ivonPina.  Tirveng ,ergibt:

:%-25—20+3t |-t

0=25-20-t+3t umordnen:

3t2 -20t+25=0

20+/400-4-3-25 20+100 20+10 _{5
- — )5

t, = -
12 6 6 6 T

6

2 gehoren, verlaufen durch P(5]0).

Ergebnis:  Die Parabeln, die zut=5 oder zu t = 2

www.mathe-cd.schule
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d)

Zeichnung der Graphen: (Die folgenden 3 Zeilen sind notwendig!)

G;: (alsoflrt=1) y=x"-4x+3 mit S,(2]-1) sowie N,(3]|0) und N,(1]0)

G,: (also fur t =2) y=1x"-4x+6 mit S,(4|-2) sowie N,(6]0) und N,(2]0)

Gos: (alsofir t=-1) y=-2x*-4x-32 mit sf%(—1|g) sowie N,(-2/0) und N,(-1]0)

Friedrich Buckel www.mathe-cd.schule





